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o Aquestes transparéncies no substitueixen els apunts de 'assignatura, els complementen



Estratégies de construccid de programes recursius

Transformar la definicié rebuda del que volem calcular en una
definicio recursiva (si es pot). Després traduir a codi.
Exemple:

La funcié Factorial. n! =1-2-3---n.

Es transforma en:

| 1 sin=0
n' =

n-(n—1)"> sin>0
Traduccid a codi:

/* Pre: n>0 %/

/x Post: retorna n! %/

int fact (int n) {
if (n == 0) return 1;
else return n » fact(n-1);




Estratégies de construccid de programes recursius

Un altre exemple:
La poténcia. =¥ és x multiplicat per si mateix y vegades.
Definicié recursiva:

o 1 siy=0
z-x¥ siy>0

Traduccié a codi:

// Pre: x>0Ay >0
// Post: retorna zV¥
int potencia(int x, int y) {
if (y == 0) return 1;
else return xxpotencia(x,y-1);




Estratégies de construccid de programes recursius

Cal identificar:

@ Un o0 més casos base: Valors de parametres en qué
podem satisfer la Post amb calculs directes

@ Un o més casos recursius: Valors de parametres en quée
podem satisfer la Post si tinguessim el resultat per a
alguns parametres x’ “més petits” que x.

@ La construccid de I'algorisme recursiu va de la ma de la
seva demostracié de correctesa.



Correctesa d’'un algorisme recursiu

A demostrar:

@ Per a tot valor dels parametres que satisfaci Pre,
@ l'algorisme acaba - nombre finit de crides recursives
@ i acaba satisfent Post

O el que és el mateix:

@ Terminacio: Sila precondicié es compleix abans de la
execucio, llavors I'algorisme acaba.

@ Correccio: Sila pre es compleix abans de la execucid,
llavors la post es compleix després de I'execucio.



Correcci6 de programes recursius

Fonament de la Correccid: el Principi d’Inducci6.

Suposem que volem demostrar que tots els nombres naturals
N tenen una certa propietat P.

Pases:
@ Demostraque 0 € P

@ Demostraque peratotn € N,sin € P, llavorsn +1 € P.

@ Obtens que peratotn € N, n € P.

Fonament de la Terminacio: Tota seqliencia decreixent de
nombres enters no negatius és finita.



Acabament: nombre finit de crides recursives

Formalitzacié:

@ Triem una funci6 de mida | - | dels parametres que sempre
té valor enter

@ Demostrem: Si |z| = 0 l'algorisme tracta = amb un cas
base — cap crida recursiva

@ Demostrem: Cada crida recursiva fa decréixer la mida dels
parametres, i.e., si la funcié F amb parametre x fa la crida
recursiva F(z') llavors |2/| < |z

Fonament: tota seqiiéncia decreixent d’enters no negatius és
finita



Correctesa d’'un algorisme recursiu

@ A demostrar: Si el parametre x satisfa la precondicio
llavors el resultat satisfa la postcondicié (una funcié d’z).

@ Quan z és un cas base, no hi ha crida recursiva. Es un cas
senzill i directe.

@ Sino es un cas base hem the trobar la Hipotesi d’Induccio
(HI). Dira que per parametres de tamany menor que z, Si
es compleix la pre, després de la crida recursiva es
complira la post.

@ Suposant la HI, veure que les demés instruccions del cas
recursiu fan que es compleixi la post per a .



Correctesa d’'un algorisme recursiu

Cas recursiu:

@ Siz no és un cas base, apliquem 'hipotesi d’induccio:
H.I. = “Si 2’ compleix la precondicié Pre(z’) i [2/| < |z|
llavors I'algorisme acaba en temps finit i es compleix la

postcondicié Post (z')”



Correctesa d’'un algorisme recursiu

Cas recursiu:

@ Siz no és un cas base, apliquem 'hipotesi d’induccio:
H.I. = “Si 2’ compleix la precondicié Pre(z’) i [2/| < |z|
llavors I'algorisme acaba en temps finit i es compleix la

postcondicié Post (z')”

@ Hem de demostrar que qualsevol crida recursiva F(z’)
quan |z| > 0 compleix: 1) Pre(z’); 2) |2’| < |z|. Podem
aplicar llavors I'H.1.



Correctesa d’'un algorisme recursiu

Cas recursiu:

@ Siz no és un cas base, apliquem 'hipotesi d’induccio:
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@ Hem de demostrar que qualsevol crida recursiva F(z’)
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@ Aplicant I'H.l. deduim que després d’una crida recursiva
Post(z').



Correctesa d’'un algorisme recursiu

Cas recursiu:

@ Siz no és un cas base, apliquem 'hipotesi d’induccio:
H.I. = “Si 2’ compleix la precondicié Pre(z’) i [2/| < |z|
llavors I'algorisme acaba en temps finit i es compleix la

postcondicié Post(a)”

@ Hem de demostrar que qualsevol crida recursiva F(z’)
quan |z| > 0 compleix: 1) Pre(z’); 2) |2’| < |z|. Podem
aplicar llavors I'H.1.

@ Aplicant I'H.l. deduim que després d’una crida recursiva
Post(z').

@ Finalment cal demostrar que I'estat al qual s’arriba just
després o fent alguns calculs addicionals satisfa Post(x)



Factorial

/* Pre: n>0 x/

/x Post: retorna n! %/

int fact (int n) {
if (n == 0) return 1;
else return n » fact(n-1);

@ Acabament: mida = |n| = n, valor enter.
|n| = 0 és cas base.
Per |n| =n > 0esfalacrida fact (n-1),
In—1l=n—-1<|n|=n



Factorial

/* Pre: n>0 x/

/x Post: retorna n! %/

int fact (int n) {
if (n == 0) return 1;
else return n » fact(n-1);

@ Acabament: mida = |n| = n, valor enter.
|n| = 0 és cas base.
Per |n| =n > 0esfalacrida fact (n-1),
In—1l=n—-1<|n|=n

@ Correccid: sin = 0 retornem 1 (0! = 1).
Sin > 0 es facridaamb fact (n-1).n—1>0,
|n — 1| < |n| i podem aplicar H.l.= fact(n-1)=(n-1)!.



Factorial

/* Pre: n>0 x/

/x Post: retorna n! %/

int fact (int n) {
if (n == 0) return 1;
else return n » fact(n-1);

@ Acabament: mida = |n| = n, valor enter.
|n| = 0 és cas base.
Per |n| =n > 0esfalacrida fact (n-1),
In—1l=n—-1<|n|=n
@ Correccid: sin = 0 retornem 1 (0! = 1).
Sin > 0 es facridaamb fact (n-1).n—1>0,
|n — 1| < |n| i podem aplicar H.l.= fact(n-1)=(n-1)!.
@ Correcci6: asumint la H.l., fact (n) retorna
n-(n—1)=nl



Poténcia rapida

// Pre: x >0Ay >0
// Post: retorna zV¥
int potencia(int x, int y);

Observem que

1 siy=0
¥ = ¢ (x?)/2 si y és parell
z - (z?)W/2) iy és senar



Poténcia rapida

int potencia(int x, int y) {
if (y == 0) return 1;
else if (y%2 == 1) return x*potencia (x*x,y/2);
/% HIl: el resultat és (z2)lv/2] 4/
else return potencia (x*x,vy/2);
/% HI2: el resultat és (z2)l¥/2] 4/

@ Acabament: podem agafar |y| = y.

@ Acabament: també |y| = |1 + log,(y)], la longitud de la
representacié binaria de y més 1. Compleix que
[1+1logy(y/2)] = [logy(y)] < [1+ logy(y)].




Poténcia rapida

int potencia(int x, int y) {
if (y == 0) return 1;
else if (y%2 == 1) return x*potencia (x*x,y/2);
else return potencia (x*x,y/2);

@ Correccid: si y = 0 llavors retornem z° = 1.

@ Siy > 0, es fa la crida recursiva potencia (x*x, y/2).
Com z > 0, tenim 22 > 0. Comy > 0, y/2 > 0. |y/2| < |y|.
Es pot aplicar H.I. : potencia (x+x,y/2) = (x?)W/2,

@ Siy és parell, per H.l. potencia (x*x,y/2) retorna
(z2)w/2] = £2xv/2 = 2v_ Resultat correcte.

@ Siy = éssenar, per H.l. potencia (x+x,y/2) retorna
(z2)lw/2) = 2x1w/2) = 2v=1; llavors la funci6 retorna
x-2Y~1 = z¥. Resultat correcte.



Poténcia rapida

Exercici: Demostreu la correccié de la segiient implementacio
alternativa:

int potencia(int x, int y) {

if (y == 0) return 1;

else {
int p = potencia(x, y/2);
if (y%$2 == 0) return p * p;

else return x x* p * p;

}




Funcidé d'immersié: funcidé auxiliar

La funcié original crida la funcié d’immersié
@ Fixant els parametres addicionals
@ Ignorant alguns dels resultats retornats
Sobre la funcié d'immersié
@ Afegeix parametre(s).

@ La nova funci6 d'immersié d’ha d’especificar.



Suma dels elements d’'un vector: afebliment de la Post

// Pre: cert
// Post: retorna la suma de v x/
int suma (const vector<int>& v);
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// Pre: cert
// Post: retorna la suma de v */
int suma (const vector<int>& v);

// Pre: —1<i<w.size()
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Suma dels elements d’'un vector: afebliment de la Post

// Pre: cert
// Post: retorna la suma de v */
int suma (const vector<int>& v);

// Pre: —1<i<w.size()
// Post: retorna la suma de v[0..q]
int i_suma (const vector<int>& v, int 1);

// Pre: cert

// Post: retorna la suma de v */

int suma (const vector<int>& v) {
return i_suma (v, v.size()-1);

}




Implementacio de la funcié d’'immersié

// Pre: —1<i<w.size()
// Post: retorna la suma de v[0..4]
int i_suma (const vector<int>& v, int 1) {
if (1 < 0)
return 0;
else
return i_suma (v, i-1) + v[i];
/* HI: retorna la suma de v[0..:i—1] =/




Cerca en un vector ordenat

// Pre: v.size() >0 i v esta ordenat creixentment
// Post: Retorna una posicio on es troba 1’element x dins
// el vector v, si z€wv. Si z¢&wv, retorna -1.

int cerca (const vector<int>& v, int x);




Afebliment de la post

Canviar v per vli..j|

// Pre: 0<i<wsize(), —1<j<wsize(), i<j+1

// i v esta ordenat creixentment

// Post: Retorna una posicio on és troba 1l’element z dins
// el subvector v[i..j], si z €v[i.j]. Si z & v[i..j],

// retorna -1.

int i_cerca(const vector<int>& v, int x, int i, int j);




Cerca dicotomica

// Pre: 0<i<wsize(), —1<j<wsize(), i<j+1

// i v esta ordenat creixentment
// Post: Retorna una posicio on és troba 1l’element x dins
// el subvector v[i..j], si x €v[i..j]. Si x gv[i..j], retorna -1.

int i_cerca(const vector<int>& v, int x, int i, int j) {
int posicio;

if(j < i) posicio= -1;
else(
int mig = (j+1i)/2;
if (v[mig]==x) posicio=mig;
else{
if (v[migl< x) posicio= i_cerca(v, x, mig+l, 3Jj);
/* HI: Si x es troba a v[mig+l...j], llavors el valor
retornat és una posicié de v[mig+l...j] on es troba x.
Si x no es troba a v[mig+l...j], es retorna -1 x/
else posicio=i_cerca(v, x, i, mig-1);
/+* HI: Si x es troba a v[i...mig-1], llavors el valor
retornat és una posicié de v[i...mig-1] on es troba x.
Si x no es troba a v[i...mig-1], es retorna -1 x/

}

return posicio;




Cerca dicotomica: casos senzills

Justificacié informal de la funci6é i_cerca
@ Si j < i llavors linterval és buit, x no es troba a
v[i..]j] ipertantla postcondicié ens diu que el valor a
retornar ha de ser -1.



Cerca dicotomica: casos senzills

Justificacié informal de la funci6é i_cerca
@ Si j < i llavors linterval és buit, x no es troba a
v[i..]j] ipertantla postcondicié ens diu que el valor a
retornar ha de ser -1.

@ Siv[mig]=x, llavors la postcondicié ens diu que el valor a
retornar ha de sermig.



Cerca dicotOmica: casos recursius

@ Es comprova que les crides recursives compleixen la pre



Cerca dicotOmica: casos recursius

@ Es comprova que les crides recursives compleixen la pre

@ Sil'interval del vector no és buit i x no es troba a mig,
llavors x esta al subvector v[i..mig-1] o al subvector
v[mig+1..73] ono hiésal subvectorvii..]j].
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Cerca dicotOmica: casos recursius

@ Es comprova que les crides recursives compleixen la pre

@ Sil'interval del vector no és buit i x no es troba a mig,
llavors x esta al subvector v[i..mig-1] o al subvector
v[mig+1..73] ono hiésal subvectorvii..]j].
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x hem de cercar al subvector v [mig+1..7],isin6 al
subvector v[i..mig-1].

@ Sivimig] < x, lahipdtesi d’induccié diu que la crida
recursiva retornara la posicié de v[mig+1...j] on es troba x,
o -1, que es el que demana la postcondicio.



Cerca dicotOmica: casos recursius

@ Es comprova que les crides recursives compleixen la pre

@ Sil'interval del vector no és buit i x no es troba a mig,
llavors x esta al subvector v[i..mig-1] o al subvector
v[mig+1..73] ono hiésal subvectorvii..]j].

@ Donat que v esta ordenat de menor a major, si v[mig] <
x hem de cercar al subvector v [mig+1..7],isin6 al
subvector v[i..mig-1].

@ Sivimig] < x, lahipdtesi d’induccié diu que la crida
recursiva retornara la posicié de v[mig+1...j] on es troba x,
o -1, que es el que demana la postcondicio.

@ Six < v[mig], per Hl la crida recursiva retornara la
posicié de v[i...mig-1] on es troba x, o -1.



Funcié de mida

Cal comprovar I'acabament de la funcio recursiva:
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Funcié de mida

Cal comprovar I'acabament de la funcio recursiva:

@ La funci6é de mida seria la mida del segment de v no
explorat, esadir |[v[i..j]].

@ 5 - i noésuna funcioé correcta ja que pot arribar a ser -1.

@ 7 - i + 1 éslafuncio6 correcta, donat que sempre és
més gran o igual a 0.



Funcié de mida

Cal comprovar I'acabament de la funcio recursiva:

@ La funci6é de mida seria la mida del segment de v no
explorat, esadir |[v[i..j]].

@ 5 - i noésuna funcioé correcta ja que pot arribar a ser -1.

@ 7 - i + 1 éslafuncio6 correcta, donat que sempre és
més gran o igual a 0.

@ i a totes les crides recursives la funcidé decreix.



Cerca dicotomica

Finalment el codi de la funci6é que voliem resoldre, una crida a
la funcié d’immersié fixant els parametres addicionals a la
primera i Gltima posicié del vector.

Les tres desigualtats de la precondici6 de la crida es
compleixen trivialment.

int cerca(const vector<int> &v, int x)
/* Pre: v.size()>0, v esta ordenat de menor a major =/
/+ Post: Si x es troba a v, llavors el valor retornat és
una posicidé on es troba 1l’element x dins del vector v.
Si X no es troba a v, llavors el valor retornat és -1. x/
{
return i_cerca(v, x, 0, v.size()-1);

}




Mergesort

Volem ordenar creixentment un vector recursivament.

// Pre: v =V, v.size()>0
// Post: v esta ordenat creixentment i v és una permutacié de V

void ordenar (const vector<int> & v)




Mergesort

Per simplificar, direm n a v.size()

// Pre: 0<e<d<nAv=V
// Post: v[0..e—1]=V[0..e—1]Av[d+1.n—1] =V[d+ 1.n — 1]A
// vle..d] ordenat creixentment i és una permutacié de Vle..d]

void mergesort (vector<int>& v, int e, int d) {
if (e < d) {

int m = (e + d)/2;

mergesort (v, e, m);

/* HI1l: v[0..e—1]=V[0.e—1]Av[m+1.n—1]=V[m+1l.n—-1] i
vle..m] ordenat creixentment i
vle..m] és una permutacié de Vl]e.m] */

mergesort (v, m + 1, d);

/+ HI2: v[0.m]=V[0.m]Av[d+1l.n—1]=V[d+1l.n—1] i
v[m + 1..d] ordenat creixentment i
v[m+1..d] és una permutacié de V[m+1.d] */

fusiona(v, e, m, d);




Mergesort

Ens cal una operacié per fusionar ordenadament dos segments
consecutius el v cadascu dels quals esta ordenat.
Aquesta operacié es iterativa i no la implementarem aqui.

// Pre: 0<e<m<d<w.size()Av=VA

/17 vle.m] i vlm+ 1..d] estan ordenats creixentment
// Post: v[0..e—1] =V[0..e—1]Av[d+1l.n—1]=V[d+1.n—1]A
// v[e..d] ordenat creixentment i és una permutacié de Vle..d]

void fusiona (vector<int>& v, int e, int m, int d);




Mergesort
@ Cas base: un segment de vector de mida 1 esta trivialment
ordenat (cas e=d).
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Mergesort
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també. Per tant si I'algorisme "fusiona" es correcte, vle..d|
esta ordenat.



Mergesort

@ Cas base: un segment de vector de mida 1 esta trivialment
ordenat (cas e=d).

@ Les crides recursives compleixen les pres:
0<e<m<ni0O<m+1<d<n,donatquesid>e
llavorse < (e+d)/2i(e+d)/2+1<d

@ Podem aplicar les H.l. que ens asseguren (entre altres
coses) que vle..m| esta ordenat creixentment i v[m + 1..d]
també. Per tant si I'algorisme "fusiona" es correcte, vle..d|
esta ordenat.

@ La funci6 de mida és d — e, quan sigui 0 és perque e i d son
iguals i per tant el segment v[e..d] ésvie] (0 v[d]).



Mergesort
@ Cas base: un segment de vector de mida 1 esta trivialment
ordenat (cas e=d).

@ Les crides recursives compleixen les pres:
0<e<m<ni0O<m+1<d<n,donatquesid>e
llavorse < (e+d)/2i(e+d)/2+1<d

@ Podem aplicar les H.l. que ens asseguren (entre altres
coses) que vle..m| esta ordenat creixentment i v[m + 1..d]
també. Per tant si I'algorisme "fusiona" es correcte, vle..d|
esta ordenat.

@ La funci6 de mida és d — e, quan sigui 0 és perque e i d son
iguals i per tant el segment v[e..d] ésvie] (0 v[d]).

@ Comm=(e+d)/2,e <m,e<m+1im <d. Llavors
m—e<d—eid—(m+1)<d-—e.
Per tant després d’'un nombre finit de crides recursives



Mergesort

Per ultim cal donar el codi de I'operacié ordenar

// Pre: v =V, v.size()>0
// Post: v esta ordenat creixentment i v és una permutacié de V

void ordenar (const vector<int> & v)
{
mergesort (v,0,v.size()-1);

}




Recursivitat lineal final

@ Algorisme recursiu lineal: algorisme recursiu que a cada
crida recursiva genera solament una crida recursiva

@ Funcio recursiva lineal final (tail recursion):
e La darrera instruccid que s’executa (cas recursiu) és la
crida recursiva

o El resultat de la funcié (cas recursiu) és el resultat que s’ha
obtingut de la crida recursiva, sense cap modificacié



